Reelle Zahlen
grundlegende Eigenschaften

Q ist in vielen Situationen nicht ausreichend.
Z.B.:

Es gibt
keine Gleichung der Form 2" + a,_12" ! +
..+ ap = 0mita; € Qsodass z = 7 eine
Losung ist.
Wir definieren nun reelle Zahlen mit zwei Op-
ertationen:

e addition: + :R xR —- R
e multiplication: - : R x R -+ R

und der totalen Ordnung <. (a > b & a >

b,a #b)

R ist ein kommutativer, an-

geordneter Korper, der ordnungsvollstindig
ist.
Die Neutralelemente sind O und 1. Dies bein-
haltet die Axiome: Assoziativitit, Neutralele-
ment, inverses Element, und Kommutativitit
(fiir + and -). Es gilt Distributivitét. Ferner ist
die Ordnung total: reflexiv, transitiv, antisym-
metrisch, total. Angeordnet bedeutet: Kom-
patibilitdt der Ordnung mit Axiomen:

e (KI)Va,b,ce R,a <b= a+c<b+c
e (K2)Va>0,Vb>0=ab>0

@Q geniigt bisherigen Axiomen (1.1.5).
Wir fiigen hinzu: Ordnungsvollstindigkeit.
AB C RNVl): A # @ # B. (V2):
Va € AVb € Bya <b. - (V1) A (V2) =
deeR,Vae Abe Bya<c<b.
Corollary 1.1.6:

1. Eindeutigkeit additiver/multiplikativer
Inverse

2.0-x2=0,Vx € R

3. (1) r=—z,Yz €R

4.9>0e —y<0

5.2>0,VyeR

6. c<yu<v=c+uy+v
7.0z<y0fu<v=z-uly v

Corollary 1.1.7:  Script: Let x € R,z >
0,y € R = dn € Njy < n -z | Lecture:
VeeR,In e N,n >z

: Q geniigt nicht Vollstiandigkeit, da

V2 eRas 1.1.8.

: Forjedest > 0,t € R, 2% =
t hat eine Losung in R. Notice: Solution
unique, denoted /7.
We say that R is unique as an isomorphism
between any two sets, which validate R’s ax-
ioms, exists. Also, Q is dense in R. So, for
r<y€eRIzeQ:x<z<y.
Definition 1.1.9: Seien z,y € R.

T, Y=<y
1. max{z,y} = {y, v <y
Y Y=z
Yy, x<y
3. |z| := max{x, —x} (Absolutbetrag)

2. min{z,y} = {

Corollary:

o |x —y| withzx

€ R - distance of x,y
o 1 < |z, —x<?\

o [z[<a& x€]—a,a
Loy Tl Y
o lz+yl < ]:CF |y[ % z,y € R (Dreieck-

sungleichung E
o lz+yl = |z = lyll, v,y € R

Definition Unendlichkeit:
oo,V € R
Definition Intervalle:

ea<beR

a,b] = {x € Rla <z <b}
a,bl={r € Rla <z < b}
- ]a,b] = {x € Rla < x < b}
a,bj={z € Rla <z < b}

-0 < r <

e agcR

- [a,+oo[= {z € Rla < z}

- Ja,+oo[= {z € Rla < =}

-] —00,a] = {z € Rla > x}

- | —o00,a[={z € Rla >z}
o | —o0,+o0[=R

[a, b]: abgeschlossen/kompakt - |a, b[: offen
unten/oben beschrinkt < Jx,Vy € A, x < y
/y > x, beschrinkt < oben/unten beschriankt
Man kann mit Intervallen Werte approx-
imieren:

o la—x,atzl={yeRlla—y| <z
o {a—z,a%—x{:{yeﬂé‘a—yyuﬁx}

Schranken, Supremum, Infimum

Definition 1.1.12: ACR

e ¢ € R obere Schranke von A -Va € A
a<c

e ¢ € R untere Schranke von A -Va € A :
c<a

e m € A Maximum von A - m obere
Schranke .

e m € A Minimum von A - m untere
Schranke

3 obere/untere Schranke: nach oben/unten
beschrinkt

Maximum von A: max A & Minimum von A:
min A

C ACR A%

e A oben beschrinkt: 3 kleinste obere
Schranke: Supremum von A - ¢ :=

sup A
o A unten beschriankt: 3 grofite untere

Schranke: Supremum von A - d :=
inf A

Aussage dquivalent zur Vollstiandigkeit von R.
Corollary 1.1.16: A Cc B C R. B nach
oben beschréankt: sup A < sup B. A nach un-
ten beschrinkt: inf B < inf A.

Wenn A nicht oben/unten beschrinkt:
sup A = +oofinf A = —oo. Wenn max/min
existiert, dann max = sup, min = inf.

Showing sup A = ¢

Test if ¢ = max A. Else, testVa € A,a < ¢
&forx < cfinda € A,z <a<c.
Analogously for inf A = d.

Definition 1.1.18:

1. X,Y gleichméchtig, 3 bijection f
X—=Y-X~Y

2. X endlich, wenn X = @ (Kardi-
nahtat cardX =0 ordn € N X ~
ﬁ( ,n} (cardX = n)

3. abzahlbar wenn endlich oder X ~ N

. R nicht abzihlbar
Euklidische Riume

Komplexe Zahlen
+:(a b)+(c d)=(a+c,b+d)
: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)
: R? mit +, - ist kommutativer
Koérper mit 1¢c = (1,0), 0c = (0,0).
R Cc C mit 2 ~ (z,0). Bemerke i2 =
(Oa 1>2 = _<1)0)

1 _ 1

Division: = = = - 2
CE]
Notation: z = x + yi, * = Re z = %’
— 2=z
y=1Imz= 2=

Definition von komplexer Konjunktion: z :=
T — yi.

l. (z14+22) = Z1 + Zo(z122) =
Z1Z2,V21, 29 E C
2. zz=a"+y? =||2|
-1_ =z _
= TP

Additionally, |z| = Va? +0? € R, |z122] =
21| - |22, |21 + 22| < |21 + |22]. ,
Also remember the polar form from Analysis.

a+bi:r=+va2+b2,0 = re

:n>1L,neN, Pz)=2"+a, 12" 1+
... +ag,a; € C. Then, 32¢,...,2, € C so
that P(z) = (z — 21)(z — 2z2) - - - (2 — 23).
(With multiplicity, n solutions to polynomial
of degree n.)



Grenzwerte einer Folge
Definition 2.1.1: « N — TR Folge
reeller Zahlen. a,, anstatt a(n), bezeignet mit
(an)n21 / (an)nZO-
Lemma 2.1.3: (an)n>1 eine Folge.
Hochstens ein [ € R mit Ve > 0, {n € Nla,, €
|l — €,1+ €[} finite.
Definition 2.1.4:  (ay),>1 konvergent falls
Jl € Rsodass Ve > 0: {n € N|a, ¢
|l — €,1 + €[} endlich.
Als  lim,,_ o an = la,
l[/Grenzwert/Limes bezeichnet.
konvergent: divergent.
With A C N endlich ++ 3IN € N,
n>N=n¢gA)”

Ve > 0,IN € N,Vn > N, |a, — | <¢€

Wenn nicht

ist dquivalent.
Bemerkung 2.1.5: Folge konvergent = Folge
beschrinkt.

Vergleichsprinzip: If (¢,) — 0 and ¥n,0 <
lan| < ¢p, then a,, — 0. Also if only for
n > some N.

1 1 1

cos) gy L

Y2 9n ) po n

(an)Na(bn)N’ a, — a,

Can be used for %

b, — b
l. (an+b,) > a+b
. (a -b31—>a-b
30 if b, £0,b 40, then 92 — @
4. If 4K € N: a, < bn,%/n > K, then
a<b

Satz von Weierstrass & Anwendungen
Definition 2.2.1:

1. (a,)y monoton wachsend < a, <
G+, VN

2. (dn)n monoton fallend < any; <
G, YT
e (a,)n monoton wachsend, nach

oben beschrinkt = lim, ,.a, =
sup{an|n € N}

e (ap,)ny monoton fallend, nach un-
ten beschrinkt = lim, ,,ca, =
inf{a,|n € N}

Corollary 2.2.4:  (a,)y konvergent, k € N,
b, = ap+r = b, konvergent mit b, —
lim a,,.

Grenzwert monotoner Folgen wenn
limz, = [ and limz,,; = [, 1ose ggf.
[=7-1

Lemma 2.2.7, Bernoulli: (1+2)" >1+n-
z,Vne Nz > -1

Limes superior & Limes inferior
Definition Limes superior/inferior:  (a,)
beschrinkt. b, = inf{ax|k > n} and ¢, =
sup{ax|k > n}
liminf,,_ o @y, ;= lim,,_yo b, (Ilimes inferior)
limsup,,_yo @n = lim,_ ¢, (limes supe-
rior)
beide existieren &
lim sup,,_, o, n
bpt1 > by, cpy1 < ¢, = steigend, fallend
algebraische Operationen halten nicht!

Cauchy Kriterium

IN

liminf, o a,

Lemma 2.4.1: (a,)n konvergiert < (a,)n
beschriankt und lim inf a,, = lim sup a,.

. (a,)n konvergiert < Ve >
0,3dN > 1so that |a, — an| < €,Yn,m >
N

n 1

Shows: lim,, o > ;= 7 does not converge.

Corollary: (a,), (by) mit |ap+1 — ap| <
bp, — bpt1. (byn) konvergiert = (a,) kon-
vergiert

Satz von Bolzano-Weierstrass
Definition 2.5.1: abgeschlossenes Teilinter-
vall I C R:

-[a,bl,a <b,a,b € R

- la,+o0[,a € R

-] —o00,a],a eR

-] —o00,+0[=R

Corollary: I C R abgeschlossen < V kon-
vergente (a,) in I, lima,, € I

Monoton fallende Folge von Teilmengen:
(XTL)N7XH - R; Xn 2 Xn+1

. (I;) mono-
ton fallende Folge abgeschlossener Intervalle,
L(Iy) < 4o0. Dann: Ny,>11, # @. & wenn
lim £(I,,) =0:cardN ... =1

: R ist nicht abzéhlbar.
Definition 2.5.7: Teilfolge von (a,,) ist (by,)
mit b, = i und I : N — N, I(n) <
Iln+1),Yn>1

: Jede
beschrinkte Folge besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Corollary: (a,) beschrinkt. V konvergente
Teilfolgend (b,,): liminfa, < limb, <
lim sup a,.

Definition: (a,), (b,) konvergente Teilfolge
mit [ = lim b,,: [ ist Haufungspunkt von (a,,)

e (ay) konvergiert mit lima,, = [ = alle
Teilfolgen haben Grenzwert [ (einziger
Héufungspunkt)

Folgen in R? & C
Folgen in R?
Definition 2.6.1: Folgein R%ista : N — R,
Definition 2.6.2:  (a,) in R? konvergent
& Ja € R? so dass Ve > 0,3IN > 1 mit
llan, —al] <€e,Vn >N
Wenn konvergent: lim,,_,, a, = a.

Mit b = (by,...,b4),
dquivalent:
1. lim ap =10
2. limy oo an; = b;, V1< j<d
Corollary 2.6.4: Sei x = (x1,...,24): V1 <

j<dia? <S8 a? <d-maxjcicqal =
;] < [l|] < Vd - maxi<i<q |2

Corollary 2.6.5:  (a,) € R? konvergent
= (a,) beschrinkt / 3R > 0 mit ||a,|| <
R,Yn>1

1. (a,) konvergiert < Cauchy Folge, i.e.,
Ve > 0,3IN > 1 mit ||la, — anl|| <
e,Vn.m >N

2. jede beschriinkte Folge hat konvergente
Teilfolge

Folgen in C
(an)n komplexe Folge, a,, = b, +1i- ¢y, (an, ¢y
reel)
ta, =bytic, e C&l=ut+iv e

C
1. Ye >0,AN e N,Vn > N, |a, — | <€
2. g\an—l\ —
3. by, = u (Re(a,) — Re(l)) und ¢, — v

(Im(cy,) = Im(1))

Fast alles reele (bis auf lim inf, lim sup) auch
hier.

l.a,—=1e€C,b,—>10'eC
-ap +b, = L+

- apby — -1
i L, falls ' # 0 und b, # O fiir
groBBe n

2. an—>l<:>Lan—l!—>0

3. Jan| <bp: by = 0=a, =0

: (a,) komplexe Folge

1. (a,) konvergiert & Ve > 0,3IN €
N,Vn,m :n > Nym > N = |a, —
am| < € (Cauchy)

2. (a,) beschrinki: 3 konvergente Teil-
folge (Bolzano-Weierstrass)

Grenzwerte +oo
Definition: (a,) reel. a, — +0o0 + VA €
R,dN € N,Vn > N,a, > A. Analog fiir

—OQ.

. (an) féallt/steigt. Genau eins gilt:

1. (ay,) beschrinkt & konvergent
2. (a,) unbeschrankt & a,, — 400

: (an) & (by) — 00

e (a,) beschrinkt = a,, + b, — +o0
o (an) > 1= —0

. (an)—>0,an>02>i—>oo

a, — 0 7 2= — 0 (may also be negative at
times)



Reihen
Konvergenz von ) ;- aj basiert auf Folge
von Partialsummen S,, = >"}_; ay.
Definition 2.7.1: > peq ar konvergiert
< (S,) konvergiert. Dann: Y 72, ap =
lim,, o0 Sp.
V Folgen: Folge der Partialsummen ein-
deutiger Folge.

Zakﬁzbj

konvergent,oo € C

1. > (ar + bg) konvergent & > (ap +

2. bf)(a: (ak Cﬁco)n—\i/_e(rgérll){gz& Ya-a) =
ayay

. . Z ag
konvergiert < Ve > 0,dN > 1 :
IS ap| < e,¥m >n> N

: Y ag,ar > 0,Vk € N. kon-
vergiert < (.5, )y nach oben beschrénkt
Corollary 2.7.7: Y ag, > bi: 0 < ai <
b, Vk > K, K € N. Auch wenn: |aj| < bg.

ay, konvergent

e > b konvergent = .
° . divergent

ay, divergent =

Definition 2.7.9: > a; absolut konvergent
< " |ag| konvergiert

: Y ay absolut konvergent
= > ay, konvergent & Y- ay| < Y- |a|

: (a,) monoton
fallend & a,, > 0,Vn > 1 & lima, = O:
S = > (—1)*1q; konvergiert und a; —
a2 <S <

Definition 2.7.14: 3" a!, ist Umordnung von
>_ ay, falls Bijektion ¢ : N — N, a), = ag(,).
Umordnung konvergenter (nicht absolut)
nicht moglich. Durch Umordnung beliebiger
Grenzwert moglich.

: Y a, konvergiert
absolut = jede Umordnung konvergiert, gle-
icher Grenzwert

: (an),an #0,Yn > 1

lant1]

- lim sup ﬁ < 1 = 3 a, konvergiert
absolut
- lim inf “IZ—:'” > 1=} a, divergiert

- limsup {/]a,| < 1 = Y ax konvergiert
absolut
- limsup {/|a,| > 1 = > aj divergiert
(absolut)

Definition: (cg).
istiert.

Wenn limsup /|cx| ex-

falls limsup /|cx| =0

{+oo,
p=9q__ 1 . y
TR Y P falls limsup /|ck| > 0

Corollary 2.7.21: Y ¢;2* konvergiert ab-
solut |z| < p/divergiert |z| > p

Doppelte Summation

2 i >0 i ist eine Doppelreihe.
i i) # 22;(30; aij) moglich (wenn
beide existieren).
Definition 2.7.22: 3", by, ist lineare Anord-
nung von ), - a; ; falls 3 Bijektion o0 : N —
N x N, bk = Qg (k)

: B > 0
Yito2itolay| < B,Ym > 0. Dann:
(Sz = Zj:O (liJ’,Vi > 0) und (U] =
> i=0@ij, V7 > 0) und (3, S;) und
>_j—oUj) konvergieren absolut. Und
>i—0Si = >_;j—0 Uj. Und jede lineare Anord-
nung konvergiert mit gleichem Grenzwert.

Additional Stuff
Definition 2.7.24: Cauchy Produkt von

> Qs Zj b; ist Reihe Zn(Z] an_jbj).

: 22 @iy _; bj konvergieren
absolut = Cauchy Produkt konvergiert und
Zn(Z}Lo an—jb;) = (Xi—o ai)(zj:() bj)

: fn o N — R, Mit
(1) f(j) := lim f,(j) existiert Vj € N, (2)
dg : N — [0,00[ () |fn())] < 9(j),V) =
0,Vn > 0 (i1) 37—y g(7) konvergiert. Dann:
ijo f(j) = lim ijo fn(J)

Corollary 2.7.29: Vz € C: ((1+ 2)") kon-
vergiert mit lim(1 + 2)" = exp(z)




Stetige Funktionen

reellwertige Funktionen

RP fiiralle f : D — R,D C R: Vektor-
Raum:

e Addition: (f1 + f2)(z) = fl( )+ fa(x)

e Skalare multiplikation: (« - f)(z) =
a- f@)

e Multiplikation: (fi - fo)z) =

f1(x) fa(x)
e Neutralelement + : 0(z) = 0,Vx € D
e Neutralelement - : 1(z) = 1,Vx € D

R? kommutativer Ring. Kein Korper da
cardD > 2 = kein multiplikatives Inverse

fi £ foeVeeD, filz) < folz).
Definition 3.1.1: f € R?

1. f nach oben beschrinkt < f(D) C R
nach oben beschriinkt

2. f nach unten beschrinkt < f(D) C R
nach unten beschrénkt

3. f beschrinkt < f(D) C R beschrinkt

Definition 3.1.2: f € RP

1. monoton wachsend < Vz,y € D : z <
y = [fz) < f(y)

strengt monoton wachsend & Vz,y €
D:z<y= f(r) < [f(y)
monoton fallend < Vz,y € D
y= f(x) > [()

strengt monoton fallend < Vz,y € D :
z<y= f(x)> f(y)

monoton <> monoton wachsend oder
fallend

streng monoton < streng monoton
wachsend oder streng monoton fallend

rr <

A T o

Stetigkeit

Definition 3.2.1: zp € D. f € RP stetigin
o= Ve>0,30>0,Ve e D:|x—xo| <

0 = |f(x) = f(zo)| <€

Definition kann als formalisierung von be-
liebiger Approximation von f(zg) durch f
verstanden werden.

Definition 3.2.2: f € RP stetig, wenn in
jedem Punkt von D stetig.

Theorem 3.2 xo € D, f € RP. f stetig
in zg & V(an) (hmn_>00 an, = To =

Corollary 3.2.5: zg € D, A

RP, beide stetig in o

1. f+g,\-f, f-gstetigin
2. g(xo) =+ 0 = €

RDn{zeDlg(w#O},x — % stetig

€ER, f,g €

=@ [

in Zo

Definition 3.2.6:  Polynom P € RF ist
P(z) = apz™ + ... + ag, an, ..., ap € R. Grad
1: grofites ¢ mit a; # 0.

Corollary 3.2.7: Polygnome stetig auf R.
Corollary 3.2.8: P @ Polynome auf R,

Q # 0, x1,..., x,, Nullstellen von Q: g €

R\{z1,...,xm} P(z) i
R T o) Stetig.
Zwischenwertsatz
. cE |r1,x T <
czwischen x1, zo (:){ (21, 22), 71 < 2
c € [xg,21], w2 <1y
Theorem 3.3.1, Bolzano: I C R (inter-

val), f € R! stetig, a,b € I. Vc zwischen
f(a), f(b), 3z zwischen a, b mit f(z) = c.

Aquivalent: f(I) C R ist ein Interval in R.
Corollary 3.3.2: Polynom P(z) = a,z™ +
An—12""1 + ... + ag mit a,, # 0, n ungerade.
P hat mindestens eine Nullstelle.
Corollary 3.3.3: ¢ > 0: Q(z) = 2° + ckeine
Nullstelle in R

Min-Max Satz
Definition 3.4.2: I C R (interval) kompakt
< Form I = [a,b],a <b
Lemma 3.4.3: 29 € D, f,g € RP stetig in
xo. | f|, max(f, g), min(f, g) sind stetig in x.
Lemma 3.4.4: (x,) konvergent in R,
limz, € Rya < b: {z,|n > 1} C [a,b] =
lim z,, € [a,b]

~

Theorem 3.4.5: I [a,b],f € R
stetig auf /. Ju,v € I flu) < f(z) <
f(w),Vz € I.

Min/Max finden ist deutlich schwerer als Ex-
istenz!

Umkehrabbildungen
Theorem Di,D; CR, f € DQ ,g €
RP2 2y € Dy. f stetig in xg, g stetig in
f(xg) = go f € RP1 stetig in zq.

:\7]~

Corollary 3.5.2: In 3.5.1, f stetig auf Dy,
g stetig auf Dy = g o f stetig auf D,
Theorem 3.5.3: I C R (interval), f € Rf
stetig und streng monoton. Dann J :=
f(I) C R (interval) and f~! € I’ stetig
und streng monoton.

reelle Exponentialfunktion

Theorem 3.6.1: exp : R —]0,4o00[ streng
monoton wachsend, stetig, surjektiv.
Corollary 3.6.2: exp(z) > 0,Vx € R
exp(z) > 1,Vx >0

Corollary 3.6.3: exp(z) > exp(y),Vz >y

Corollary 3.6.4: exp(z) > 1+ =

Bijektion exp : R —]0, +-0o[. Umkehrabbil-
dung: natiirlicher Logarithmus

Corollary 3.6.5: In :]0,+oo[— R streng
monoton wachsend, stetig, bijektiv. In(a-b) =
Ina+1Inb

Definieren: 2% := exp(alnx).
Corollary 3.6.6:
l.a > 0 :0,4+00[—]0,40c0[,z +— 2z

stetig, streng monoton wachsend, Bijek-
tion

a < 0 :]0,+00[—]0, +oo[,x +— z¢
stetig, streng monoton fallend, Bijektion
In(z*) =alnz,Va € R,Vx >0

- 2? = 2% Va,b € R,Va > 0

1)’ = 2% Va,b € R,Vz > 0

xy)® = x%%* Va € R,Va,y >0

AR e

Konvergenz von Funktionenfolgen
Reellwertige Funktionenfolge: N =
RP n + f(n). Schreiben f, statt f(n).
€D :(fu(z))yinR.

Definition 3.7.1:  (f,)n konvergiert punk-
tweise gegen [ : D - R < Ve € D, f(x) =
lim,, o0 fn(x .

Definition 3.7.2, Weierstrass: f, : D — R
konvergiert gleichmassig gegen f € RP &
Ye > 0,AN > 1 :VYn > NVx € D :
) = F(a)[ < ¢

Theorem 3.7.4: : D — R Funktionen-
folge stetiger Funktionen. (fn) konvergieren
gleichmissig gegen f € R = f stetigin D
Definition 3.7.5:  (fn),fn € RP gle-
ichmissig konvergent < Vx € D, f(x) =
lim f,,(x) existiert und (f,)y gleichmissig
gegen f konvergiert

Corollary 3.7.6: (fn), fn € R konvergiert
gleichmissig in D < Ve > 0,dN > 1 :
Yn,m > N,Vx € D : |fu(x) — frm(x)| <€

Corollary 3.7.7:  f, € RP gleichmissig
konvergente Folge stetiger Funktionen =

f(z) = lim f,(z) stetig.

Definition 3.7.8: ", fx(z) konvergiert gle-
ichmissig < S, (z) := Y, fr(x) konvergiert

gleichmaissig.
Theorem 3.7.9: f, € RP Folge stetiger
Funktionen. |f,(z)| < ¢,(Vz € D), Y, cn

konvergiert = 3 f,(x) konvergiert gle-
ichmissig in D und Grenzwert f(z) :=
> fn(x) ist stetig in D.

S crat

Definition  3.7.10:
hat  positiven = Konvergenzradius &
limsup,_, ., v/|ck| exists. Dann: p =
{+oo lim supy,_, o /|ck| =0
1 : k
T/ lim sup;,_, oo V/|ck| >0
Theorem 3.7.11: Y, cxz®,p > 0, f(z) :
Sreezhlzl < p. = V0 < r < p, YT
konvergiert gleichmissig auf [—r, 7], f :] —
p, p[— R stetig

Bl

trigonometrische Funktionen

. —1)» 2n+1 3 5
sinz == >, (Gl i (2)7;1)! T+ -

7

gt

—1)ny2n 2 4 6

cosz = Yoty S = 1-g 45— 54
konvergiert absolut Vz € C (Quotientenkrit-
terium), p = 00

Theorem 3.8.1: sin, cos € RF sind stetig
Theorem 3.8.2:

= Z —

1. exp(iz) = cosz +isinz,Vz € C

2.cosz = cos(—z2)&sin(—z) =
—sin z, Vz eC
. iz iz —iz

3. sinz = ©=¢7 cosz = £

21 2
4. sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw
cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w

5. cos?z+sin?z=1,Vz e C

Corollary 3.8.3: sin(2z) = 2sinzcosz &
2

cos(2z) = cos? z — sin® 2
Corollary: cos® z = 3 cosz + § cos(3z)

1
.3 _ 3 . 1 .
sin®x = 3 sinx — 3 sin(3x)



yis
O.1: sin: min. eine Nullstelle auf

J./

Theorem -
10, +-o00.
7 :=inf{t > 0|sint = 0}

l. sinm = 0,7 €]2,4]

2. Vz €]0, 7l sing > 0
3.e%7 =i
Corollary 3.9.2: x > sinx > x — 3, 7VO <
r <6
3im
Corollary: e 2 = —3
Corollary 3.9.3:
I = —1,¢%m = 1
2. sin(z + §) = cosz,cos(z + §) =
—sinz,Vr € R
3. sin(z + ) = —sinx,sin(z + 27) =
sinz,Vr € R
4. cos(z + ) = —cosz,cos(x + 2m) =
cosz,Vr € R
5. Nullstellen von sin = {k - 7r\k €Z}

sinx > 0,Vx €)2km, (2k + )n[,k € Z
sinx < 0,Vz €]2k + 1)m, (2k +
N) LkeZ

6. Nullstellen von cos = {5 +k- 7|k € Z}
cosx > 0,Va €] — 5 +2km, =5+ (2k+
[,k eZ
cosw < 0,Va €] -5+ (2k+1)7, —
2k +2)m[,k € Z

Corollary Bild von cos auf [0, 7] / sin auf
(=5, 5] ist [-1,1].
g 5+m-Z:tanz: ;= Sinz

z¢7r Z:coty = sz
sin

. Grenzwerte von Funktionen
Definition 3.10.1: zy € R ist Hiufungspunkt

von D < V5 > 0: (Jxg — 8,20 + 0[\{zo}) N
D+

Definition 3.10.3: f € RPzy € R
Héufungspunkt D. A € R Grenzwert
lim, ., f(z) = A & Ve, 36 > 0,Vz €
DA~ 6. + 01\ (ro})1/() — 4] <
Corollary 3.10.4

Tt

1. f € RP, xq Hiufungspunkt.
limy y, f(z) = A & VY(a,)y in
D\{xo} mit lima, = zo: lim f(a,) =
A

2.1 € D

: =
liInz—mo f($) =

f stetig in 1z

f(xo)

3' f7 g e RD; hmx%xo f(.’E), hmx—)xo (-T)

exist:
hmgf—i-g z) = lim f(x) + lim g(z)
lim( f 2) = lim f(z) - lim g(x)

4. f,.geR” f<g: hmf z) < limg(z)

(falls ex1stent)

5.91 < f < g2 limgi(z) = limga(z) :
lim f(z) existiert und lim f(z) =
lim g1 (z)

Definition der Vorlesung:

1. f:la,b[= R lim,, f(z) =y e R <
(Ve > 0,30 > 0, V:U € la,bf,|z — 0] <
d = |f(z) —y| <

2. lim,_p f x) = + @(VT > 0,30 >
0, Vme}a,b[ |z — b <6:>f( )>T)

3. lim,yp f(2) = —c0 & (VI < 0,30 >
0,Vz € [a,b],|v — b <0 = f(z )<T

4. f:]a,00[—= R. lim, o f(z) =y €
< Ve > 0,37 > a,Vo > T,|f(x) —

<€)

5. i’mwﬁoof(m) =o0o& (VI > 0,35 >

¢ a, Yo > S, f(x) > t)

Theorem: xg,y € RU{oo} : lim,_,, f(x) =
y & V(an),an € Dy, an — o, f(an) =y
Theorem:

f (o)

f stetig in g = lim,_,, f(z) =
Grenzwertoperationen

2. arithmetische
gelten

Theorem 3.10.6: D/E C Raxg
Hiufungspunkt von D,f € EP yy =
lim, ., f(x) existiert, yo € E. Wenn g €
R stetig in y : limg, 4, g(f(2)) = 9(v0)
Links-/Rechtsseitige Konvergenz: f €
RP 2y € R,ro Hiufungspunkt von
DnN|xg, 00| (rechtsseitiger Haufungspunkt).
hmz—)azo f’Dﬂ[zo,oo[(I) = llmm—)ma— f(l‘)
(auch mit lim = oo definiert)

Corollary: - lim ;—z =00, -limz%e ™™ =0



Ableitung: Definition +
D C R, f € RP, xq € D Hiufungspunkt von
D.
Definition 4.1.1:

f differenzierbar in xzq

falls limy_s 4, %ﬁém existiert. Grenzwert:
[ (o).

Aquivalent/Alt.: 1 (o) =
limp_ LGt ~Stzo)

Tangente in z¢ : f(z) = f'(x)(x — zo) +
[ (o).

fe RD,ZL'O S
D Héaufungspunkt von D. Aquivalent:

1. f dlfferen21erbar in

2. dceR,r € RP
- f(z) = f(zo)+c(z—20)+r(2)(x—120)
-1(x0) = 0 und r ist stetig in x
Dann ¢ = f’(z) eindeutig bestimmt.

y = f(xo) + f'(z0)(x — x0): Tangentengle-
ichung xg
f € RP differenzierbar in

o & Jo € RD stetig in zg, f(x) = f(xo) +
¢(z)(x—m0)(Vo € D). Dann ¢(z0) = f'(z0).
Corollary 4.1.5: f € RP x

Haufungspunkt. f differenzierbar in zy =
f stetig in xg

Definition 4.1.7: f € RP differenzier-
bar in D < f differenzierbar Vo, € D
Héufungspunkt

: D Cc Rz € D
Hiufungspunkt, f, g € R? differenzierbar in
Zo-

o [ + g differenzierbar in z: (f +
9)' (o) = f'(z0) + ¢'(x0)
e [ gdifferenzierbar in xq: (f-g)'(zo) =
f'(xo)g (1’0)+f(1’0) (o)
o f(xg) # g L differenzierbar in x:
(i) ( 0) = f (z0)g(w0)—f(x0)g’ (z0)
g 9(wo0)?

D/E C Rxgy € D
Hiufungspunkt von D. f € EP differenzier-
bar in g, yo := f(z¢) Haufungspunkt von F,

g € RF differenzierbar in yo. Dann: go f €
RP differenzierbar in ¢ mit (g o f) (2¢) =

g'(f (o)) f' (o).

Corollary 4.1.12: f € EP Bijektion dif-
ferenzierbar in zy, x¢9 € D Héaufungspunkt,
f'(z0) # 0, f~Lstetiginyg = f(x0). Dann:
yo Hiufungspunkt von E, f~! differenzier-

barinyo : (f~)(y0) = f,(lxo).

erste Ableitung
Definition4.2.1: f € RP zo€ D,DCR

1. f lokales Max1mum inzg < 36 > 0:

)(Vx €lzo — 6, 20 + 0[ND)
2. f lokﬁles 1n1mum inzy < 30 >0

> flxg) (Vo €]xg— 9,2 —|—5OD
3. %lo)k_leé(Eg()t(remulll in Lo 91) lo aleg

Minimum oder Maximum in xq

f Z]CL, b[_> Ra Zo G]CL, b[? f
differenzierbar in xg.

lf/l‘o >0:36 >0

>fx0 Vo €lxg, xo + 0
<fx0 Va:Exo—éxo
<0:

é|§k< xo V:vexo,xo—kdf
> f(xzg), Vo €|xg — 9, 29
ales  Extremum  in xQ

.730):0

=

o f o fab] —
R stetig, differenzierbar in Ja,b]. f(a) =

f(b) = 3¢ €]a,b], /'(¢) = 0

: fila,b] —
R stetig, differenzierbar in Ja,b[. = 3¢ €
Ja,b[: f(b) = fla) = f'(()(b—a)
Corollary 4.2.5: f, g : [a,b] — R stetig und
differenzierbar in ]a, b
"(¢)=0,¥ k

}0’28 g E;,VC €la gflzsiamﬂc €

R = b

i (\5% G S nton

wachsend auf [a, D]

F(¢) > 0,Y¢ €la,b[= [ strikt mono-
ton wachsend auf [a, b]

F(¢) < 0,V €]a, b= f monoton fall-
end auf [a b]

f'(Q) < 0,Y¢ €la
ton fallend auf [a b}
M > 0,|f(C)] < MC €la,bj=
Var,xp € [a,0)[f(z1) — fla2)]

M|J}1 — $2’

,b[= [ strikt mono-

N o R W e

; ' ' t fgosah] —
R stetig, differenzierbar in |a,b[= 3¢ €
Ja, 0, g'(O)(f(b)=f(a)) = F'({)(g(b)—g(a)).
Falls ¢'(z) # 0,Vx €]a, b[: J;Eg) f((a)) g,gg;

: f,9 :a,b[—
R differenzierbar, ¢'(x) # 0,Vx €la,b|.
Wenn lim, ;- f(z) = 0,lim, - g(z) =

0 und lim, ., gg; =: )\ existiert =

fl@) _

O]
b= +o00,\=+o0o,z — a™.

lim, ;- g gm)) Also with

Definition 4.2.13:

1. f € R! konvex auf [ < Va
I,V\ € gO,l] fQx + (1 -
Af(x) + (1 =N f(y)

2. f streng konvex & Vr < y

0,1]: fOa+ (1~ A)y) < Af(@) + (1
N If(y)
Corollary 4.2.14: f € R! konvex
Vn > 1{x1,..,2,} C I,(M\,..,\n) €
01" 35 A = 1+ f(EL i) <
i1 Aif (i)
Lemma 4.2.15: f € R! konvex < Vz, <
< ay el @l o f(ﬂn) f(r)_ streng

r—XQ
kovex mit <.

. f e Rl differenzier-
bar in Ja, b[. (streng) konvex < f’ (streng)
monoton wachsend
Corollary 4.2.17: f € RI*Y zweimal
differenzierbar in ]a,b[. f (streng) konvex
< f">0(f" > 0) auf |a, |.

hohere Ableitungen
D C R,Vzg € D sind Haufungspunkt, f €
RP differenzierbar. Schreiben: f' = f().
Definition 4.3.1:

1. n > 2, f n-mal differenzierbar in D <
f=1) differenzierbar in D. Dann

!
f = (f(”*l)) n-te Ableitung von

2. f “n-mal stetig differenzierbar in D <

n-mal differenzierbar und (™ stetig in
D

3. fistglattin D < Vn > 1 n-mal dif-
ferenzierbar

Corollary 4.3.2: n > 1: n-mal differenzier-
bar = (n — 1)-mal stetig differenzierbar

n>1,fg € RP n-mal
differenzierbar in D

1. f + g n-mal differenzierbar: (f +
@)™ = ) 4 g

2. f-gn-mal differenzierbar: (f-g)™ =
>heo () fBgP

cn>1 ngRDnmaldif—
ferenzierbar. g(z) # 0,Vz € D = L n-mal
differenzierbar.

: E.D C R, alles
Hiufungspunkte, f € EP g € R¥ je n-mal
differenzierbar = ¢ o f n-mal differenzierbar
(90 /)M (@) = kg Anp(2) (g™ 0 f)(2).
Apx polynom in f) f2) | frt1-k)

Potenzreihen & Tayler Approximation

: fn :la,b[— R Funktio-
nenfolge, f, einmal stetig differenzierbar in
la,b[¥n > 1, (f,)n und (f],)n konvergieren
gleichmissig in ]a, b], lim f,, =: f, lim f], =:
p. = [ stetig differenzierbar, f' = p
If f/ — p important Bernstein Polynome
Fal@) = S7g (7) F(5)e*(1—2)". Konnen
fn — f fiir beheblges stetige f.

: 3, ey Potenzreihe, Kon-
vergenzradius p > 0= f(z) = > ;2 ck(z —
z0)* auf |zg — p, zo + p| differenzierbar und
fl(x) = 2 key(x — x)* 1 Vo €lwg —
P, Lo + p[

Corollary 4.4.3: f glatt auf |z — p, o + pl:
] o ! —j :
f(])( ) = SR Ckﬁ(x _ Svo)(k 7) mit

f(J)(zo)
J = ]'

Glatte Funktionen lassen sich durch Poly-
nome approx.
Definition Vorlesung: f :]a,b[— R,z €
Ja,b[,3n > 0,3(f, ..., ) on Ja,b[. Taylor
polynomial of order n: f(xo) + f'(xo)(z —
x0) + ... + _f(":l(!zo) (x — 20)"

f:[a,b] = Rstetig, (n+1)-
mal differenzierbar in Ja,b[= Va < z <
b3¢ €]a, x|:

fla) = Sp_y L@ (@ — a)f +

)n+1

s
(n+1)!



Corollary 4.4.6, Taylor Approximation:
f :[e,d] — R stetig, (n + 1)-mal differen-
zierbar in |c,d[. Va €]c,d[,Vz € [c¢,d], 3¢
zwischen z, a :

(k) (n+1)
fl@) = Sho T2z —a)ff + L (e
a)n-i—l

Means: Taylor polynomial good approxima-
tion for f near xg

Corollary 4.4.7: n > 0,a < 9 < b, f €
R (n 4+ 1)-mal differenzierbar in ]a, b|.
Wenn f() = f&) = = () =0

1. n gerade, z( lokale Extremstelle =
FO () =0

2. n ungerade, f"*V(zg) > 0 = g
strikte lokale M(inin}alstelle

3. n ungerade, f""V(z) < 0 = xq
strikte lokale Maximalstelle

Corollary 4.4.8: f : [a,b] — R stetig,
zweimal differenzierbar in |a,b[. a < zo <
b. Falls f'(z0) =0

1. f®(xg) > 0= g strikte lokale Min-
imalstelle

2. f@(x9) < 0 = =z strikte lokale
Maximalstelle



a<bI=1lab

Motivation: Flicheninhalt
Flicheninhalt {(z,y) € R%*[a < = < b,0 <
y < f(z)} von f : [a,b] — [0, 00| definiert
als ff f(t)dt.
Fldcheninhalt als Definitionsgrundlage fiirs
Integral (Intuition fiir Definition). f : [a, b] —
R. Ziel: Orientierter Fldcheninhalt zwis-
chen f und z-Achse in R2. Fliche wie oben
definiert. Drei Eigenschaften:

d fl Zf2:>FI(Xf1) ZFI(sz)

e a<c<b f=faufla,c|, fo = fauf
[c,b) = FI(X;)+FI(X},) = FI(X;)
e Nach Rechtecken: f(z) = t =

FI(X;) = t(b—a).

Integral (Fldcheninhalt) folgt dann durch un-
endlich vielen undendlich keinen Rechtecken
zur Approximation von Kurven/f.

Definition & Integrabilititskriterien
Definition 5.1.1: Partition von / <&
endliches P C [a,b],{a,b} C P (eindeutig
wenn x-geordnet)

P’ Verfeinerung von P <& P C P' & n :=
cardP — 1

P = {0, 21, ..., Tn}, %0 = a,2p =
Definieren: 9; := =z; — x;_1 (Lidnge von
(i1, 74))

f : [a,b] — R beschridnkt mit M.

Definition Untersumme f: s(f,P) =
E?:l fibis fi = infxiflﬁxﬁ%‘ f(l‘
Definition Obersumme f: S(f,P) =

Z?:l Fioi, Fy = SUPg, ,<z<z; f((E)
Lemma 5.1.2:

1. P’ Verfeinerung von P
= s(f,P) < s(f,P) < S(f,P) <
P

S(f,

2. Béliebige PPy s(f.P) < S(f, P)
Definition: P(I) Menge aller Parititonen von
1
-s(f) = SUPpep(1) s(f, P)

- S(f) = infpep(r) S(f, P)

s(f) < S(f)
Definition 5.1.3: beschriinktes f : [a,b] —

R ist Riemann integrierbar/integrierbar <

s(f) = S5(f)-

Dann: s(f) = S(f) =: [, f(x)dz

Auch andere Integral-Definitionen:
Lebesgue’s definition. Dann f(z) =

integrierbar mit 1. Nach

x irrational
Riemann nicht integrierbar!
: beschrinktes f integrierbar
< Ve>0,3P e P(I): S(f,P)—s(f,P) <
€.

Ps(1) = {P|maxi<i<, 6; < d}.

1, =z rational
0,

beschrinktes f : [a,0] — R integrierbaf

< Ve > 0,30 > 0 : VP € Ps(I)
S(f,P)—S(f,P) <€

Definition: §(P) := maxi<ij<n(®; — i_1)
Definition Riemannsche Summe: (¢ €

[ 1,SUJ beliebiger Partition P, 1 < i < n:
0= Zz 1 ( )5l
Corollary 5.1.9:  beschrinktes f € Rl
integrierbar mit A := ff f(z)dx < Ve >
0,30 > 0,YP € P(I) mit §(P) < ¢
und Cl S {I’i_l,fEi],P = {fEl,... .’Bn} .
|A =5 flG) (s —xia)| <
Integrierbare Funktlonen

. f.g € RI®Y peschriinkt,
integrietbhar, A € R = f + g\ -
£ f - g |f), max(f, g), min(f,g), L(g(x) #
0,Vz € [a,b]).
Corollary 5.2.2: P [c, d]
beschrinkt = sup, e V(7)) —

Supze[c,d] ¢($) - infre[c,d] ¢(x>

Corollary 5.2.3: P,Q Polynome, [a,b]

ohne ) Nullstelle. Dann [a,b] — R,z —

ggg integrierbar.

— R

Definition 5.2.4: f € R gleichmissig stetig
inD CR & Ve >0,40 >0,Ve,y € D :
(|lz =yl <0 =|f(x) = fy)| <e)

: f :]a,b] — R stetig
in [a, b]. f gleichmissig stetig in [a, b].

. f € Rl®Y stetig = f inte-
grierbar
: f :[a,b] — R monoton
= [ ist integrierbar

Corollary 52.9: a < b < ¢, f € Rlod
beschrinkt, flj, s und f|p, ) integrierbar = f

integrierbar mit [€ f(z)dz = [ f(dx)dx +

fbc f(z)dz
Definition: [ f(z)dz = 0 und wenn a < b:
S (fo)de = — [ f(z)da

I C R kompaktes

Intervall [a,b], fi,f» € R! beschrinkt

integrierbar, A, A € R:
S (>\1f1( )+ )\2f2( ))
ML fu(@)dz + X [D fol

Ungleichungen und der Mittelwertsatz

: f,g:[a,b] — R beschrinkt
integrierbar, f(z) < g(x),Vz € [a,b] =

Ja f@)de < [ g(a)dz
Corollary 5.3.2:  f : [a,b] — R beschrénkt
+ f()da| < [7]f(w)dr|de

integrierbar =

fg o fab] = R
beschrénkt integrierbar = (x)g(x)dx’ <
VI PP yda/ I} g2 ()

f € Rled

stetig = 3¢ € [a,8], [, [ (2)dw = f(Q)(b—a)
: f.g € R f stetig,
¢ beschrinkt 1ntegrlerbar g(x) > 0,Vx €

la,b] = 3¢ € |a,
S fx)g(x)de = f<<> J2 g(x)da

Fundamentalsatz der Differentialrechnung
:a<bf:|a,b — R stetig.
F(x) =[] f(t)dt,a < x < b, stetig differen-
zierbar in [a, b] und F'(x) = f(z),Vx € [a, b]

Definition 5.4.2: a < b, f € Rl*! stetig.
f :[a,b] — R ist Stammfunktion von f < F'
(stetig) differenzierbar in [a,b], F' = f in
[a, b].

f i la,b] — R stetig
= JF von f (elndeuug bis auf additive

Konstante): fa f(z)dx = F(b) — F(a)

Notation: [f(z)]” := f(b) — f(a)

a <

b € R, f, g E ]R[“ b stetig differenzier-

bar = [} f(2)g'(x)dz = [f(z)g(x)]; —
Jy f'(@)g(x)dz

a < b,

¢ € Rl*Y stetig differenzierbar, ¢([a,b]) C
I C R,I interval, f : RI! stetig =

J29) f@)ds = [ Fo(0) (Bt

Corollary 54.8: ICR,f eR! a,b,ceR
[+cb+dclf“c(Mx:ﬁf&+
c)dt

- ¢ # 0,ac, bc]

be

¢ Juc f(@)dz

Integration konvergenter Reihen
: fo o o] —
R Folge beschrankter integrierbarer Funk-

tionen, gleichmissig konvergent zu f
[a,b] — R = f beschrinkt integrierbar

lim, o0 [0 fu(z)dz = [ f(z)dz
Corollary 5.5.2: fo + Jab] — R
Folge beschrinkter integrierbarer Funktio-
nen so dass > .2 fn gleichméssig kon-

vergiert auf [a,b] = >0, f folz =
J2 (g fula))da
Corollary 5.5.3: f(z) = 322, cxx” Poten-

zrethe mit p > 0 = V0 < r < p, f inte-
grierbar auf [—r, 7], Vo €]—p, p[: [ f(t)dt =

00 _¢Cn n+l
Zn 0 n+ x

c L [P flet)dt =

Skript

e Eeuler-McLaurin Summationsformel
o Stirling’sche Formel

In der Vorlesung anders thematisiert.
Stirling’sche Formel

n
| ~ V2mnn
n. = “en

Vorlesung ’exklusiv’: Summen Approximieren
f : [0,00]— R,f > 0. Want to know
Sn = f(1) + ... + f(n) or get approximation.

: f e Rl > 0, f increasing,
Sp=f(1)+ ...+ f(n) = occ.

1S, < [ f(t)dt
2.8, — f(1) > [ f(t)at
To approximate the sum, we then get

JUf@)dt+ (1) < S, < [ F(t)at




uneigentliche Integrale

Definition 5.8.1: f a,o0[— R
beschrinkt und integrierbar auf [a, b], Vb > a.

Wenn limp_, f: f(x)dx existiert, bezeich-
nen [ ° f(x)dz. ” f integrierbar auf [0, co[”.

Lemma 5.8.3: f : [a,00[— R beschrinkt,
integrierbar [a, b],Vb > a

L [f(z)] < g(@)(Vz = a) g(x) inte-
grierbar auf [a, co[= f integrierbar auf
[a, oo

2. 0 < g(z) < f(x), [.° g(x)dx divergent
= [>° f(z)dx divergent

f P , 00[—
[0, 00 monoton fallend Z ", f(n) kon-

vergiert < [ f(x)dx konvergiert

Definition 5.8.8: f :]a,b] — R (auf [a +
€,b],¢ > 0, beschrinkt und integrierbar) in-

tegrierbar < lim,_,o+ f o f(x)dr existiert.
Grenzwert: fa f(z)dx

Gamma Funktion in der Vorlesung nicht be-
trachtet

unbestimmte Integrale

feR T CR fstetig= [f(z)dr =
F(z) + C fiir Stammunktion F'.

Jf-gd=
Fegi= I e

J f(¢(w)¢'(u)du = F o ¢(u)

Stammfunktionen rationaler Funktionen

R(z) = Q(gz J R(z)dz ldsst sich als ele-

mentare Funktion darstellen.

1. Reduktion auf deg(P) < deg(Q).
Verwende: Euklidischer Algorithmus.

2. Zerlegung in Summe von Briichen
bestimmter Formen

(a) Einfache Polynome sind bereits
bekannt.

(b) fbwa-cdx =
bx + ¢, dy = bdx) =
C) =

bf%y(withy:

#(log(y) +
Z(log(bx +¢c) + C)

(c) must have d?> — 4ec < 0,c # 0
axr +b
—d ith
/cx2+dx+e * (wi
y = x+%/x = y—z%,
dxzdy,az% f;)
— 4y
_ [ )b, i
c(y®) +a
w = %ad = \}_dy7y =
f
2)+0b
= d
\/_/ co fw2+1 v
Mit fw2+1 = §fw%1—‘l)-1dw =
%log(w2 +1) & [ w2+1 =

arctan(w) gelost werden.
3. Integration der Partialbriiche

Example for (b)
(22—

/ —mfil. First, xfil = £ (22_11)“ =1 +3 Z.

x 1.1 1 a3 _
Then’l 71 = aea T T P =
2+ 25 + 5 5. Now, we can aply 2 and get:
fIQ 1dx = %2 + Llog(z — 1) + 1log(z +

)+C

Example for (c)
We have | +I +7 This satisfies all require-

ments regarding the polynomial coefficients.
Notice that 22 +2+1 = (z+3)?+1—1 = (2+
1)?+2 We substitute y = z+3 and get [ y;l—j{%

2
Then, we substitute y = @w,dy = @dw

V3 1 i
and get 5 [ %(w2+1)dw So we get this and
resubstitute: [ % = \Qfgarctan( ) =

% arctan(%) = 53 arctan(\/—(x +3))
(c) w/o condition example Concept, not en-
tirely correct.

/ ar +b

—dx

cr?4+dr+e
r+1

_/3:2+4x+2 *
withy =z + 2, dy = dx

y—1
_ Lyl
=3 1_%2
. Yy
with w = ——=
RV
B 1 w 2—1d
V2 /) 1—w? “
w 1 1
=— | ——=d — | ———=d
/1—w2 w+\/§/1—w2 ©
1 1
= ~In(1 —w?) + —= tanh Y (w
3 In(1 =)+ tanh ™ ()
1 Z/2 1 -1, Y
= —(In(1 — =)+ —=tanh (==
In(1 — @*2? 2
:—n( 2 )+—tanh_1(x+ )
2 V2 V2



wichtige Konvergenzen

Grenzwerte

L 5 0 (direkt von Definition)
% — 0 (Vergleichsprinzip)

— 0 (Vergleichsprinzip)
= —> 0 (Vergleichsprinzip)

COS( —>0(|Cos( ) <)
ntl — 141 4
hmnq —00<q<1a€Z(fal-

lend + Methode ’Grenzwert monotoner

Folgen™)

a; = ¢ api1 %(an + é) kon-
vergiert y/c (fallend + Methode “Gren-

zwert monotoner Folgen”)

lim, soon®q" =0(@€Z,0<qg<1)

monoton fallend fiir grol genug n, nach

unten beschrinkt, Weierstrass

n > 1von (b" —a") = (b—a)(b" ! +
b 2a + .. )&hm(H) =0
ap = ¢ > lap = %(an%—i):

lima, =+/c
Da monoton fallend, >0 & Weierstrass
limg oo VZZ+5 — = =

(Va2+5—z) (V22 +5+x)

lim =

) \/52+5+z
lim \:;x—gigix = lim \/w2i5+w =0
Reihen
limy, o0 D oity # (konvergiert nach

Cauchy Corollary), = ==
alternativ Vergleich zu 3 m

C’Jn:Z?l

konvergiert, Grenzwert ?

D1 g T — 00

> 1= oo (increasing + Cauchy (not
bound))

Sh-%

X" = ld < Lg € Clan =
1—q

= " Induktion, la, — I—_ql — 0)

. z<—1

solut
* > o

e > ¢" konvergiert |q| < 1, divergiert > 1
(Quotientenkriterium, besonders fiir =

)kH% konvergiert, aber nicht ab-

dlverglert (Quotientenkriterium)

D
LD konverglert
- > a, konvergiert, a, = xg + ... + Tn,
Ty = Qp — Ap—1 — 0

- Y xn = Y (Tont1 + Tant2 + Tanta) falls
> x,, absolut konvergiert

- > x, konvergiert (nicht absolut). vm € R,
Bijektion j : N — N existiert ) % =
m

Doppelte Summation Vertauschung von In-
dex

- funktioniert bei 4y, = (5 + L )*

- funktioniert nicht

bei
1, m=mn
{1, m+1l=n
0, else
Cauchy Produkt

—1)"
S Dty
1 n 1

n _— .
I=0 =506+ T I 1

Polynome
pgxg =agr? 4+ ag_12%V + .+ ag,aq #0
Betrachtung von lim

Am,n =

a, =
=1

=bx®+ ...+ by, b £ 0
2

e d>c:
74> 0= lim (:3 =+
a p(n) _
bj <0=>hmq( y = —00
4=
: p\n a
hm m = ﬁ
* =
im 2\
lim o) = 0
Euler
e = lim, (1 + %)" (konvergiert da fallend
mit 2.2.7)
Exponentialfunktion
Betrachte ) % Konvergiert Vz (Qutoen-
P

tenkriterium). exp(z) := > &,

Mit 2.7.26: exp(z + w) = exp(w) exp(z)
exp(z) # 0 as inverse # 0 with exp(z — z) =
1

exp(l) = e ~ 2.718281828... = exp(z) =
exp(l+...+1) =exp(l)® = ¢?

Stetigkeit Let 7o € R. exp(z) — exp(xy) =
exp(zg)(exp(z — xp) — 1) and exp(x — xg) —
1=, (‘”*n# With the triangle inequal-
ity and - < 1, we get |exp(z — ) — 1| <

_ n
D1 % <Yl |lr—mo|t =

I—[z—xo|
1 = 1|x|;m(;|| Then, for e > 0, let § =
min(, 74exp(x0)) With |z — xo| < §, we get

|exp(x) — exp(zp)| < Qexp(xo)74exp(xo) =
€
b) < €

Grenzwerte von Funktionen

. sin(x 3 .
hmizg # lim(2(z—%+...)) = lim(1—
2

‘% +..)=1

e lim iif} =1

o lime® = =00

° 11m$_> € =0

° hmr— = 00

o limzx%e™* =0

AM=..=X=2weget—In(L>" )<
> —Elnazz = —Eln(xl -+ x,) Now we
use that exp is increasing:
exp(log:rl loga:n) < T+ ...+ 2z,
n
log log x A I
< exp( & 1)---exp( & ) < !
n
& YT @y < Tttt
n

Zeta-Funktion
Fiir s > 1 konvergiert ((s) =

1
ns "’

Sy =145 +3+..+ 7. Mithk>1,N <
2k dann Sy < Sok.
SQk:1+i+%+i+
<14 L4 +L+...
28 25 48—1
S -+ 1 TN
28 95— (25—1)2 (25—1)4

Folgt mit Vergleichssatz und geometrischer
Reihe

Trigonometry

Corollary 4.2.8: 0,2r][— R*:t
(cost,sint) is Bijektion von [0, 27 nach K =
{(x,y) € R?|2® +y* = 1}.

Proof of existence: Since 22 + 32 = 1 we
get 0 < 22 < land —1 < 2 < 1. This
means that there is a unique v € [0, 7] such
that cos(u) = z. Then, from 1 = 22 + 9? =
cos?(u) + sin?(u) = 2? + sin?(u) we get
y? = sin?(u) wo y = £sin(u). Case 1: If
y > 0, then y = sin(u) since 0 < u < .
We take t = u. Case 2: If y < 0, then
y = — SinSU) = sin(27 — u). But then also

x = cos(u) = cos(2m — u) So we can take
t=2r —u € [m,27].
. 1—cos(z) _ 1. sin(z) 0 _

Corollary 4.2.18, Example!:
T1+...+Tn

n/xl...mng

We consider f(z) = —Inz with f'(z) = —1
and f"(z) = 4,z €]0,00[. Hence, f is
convex. From 4.2.14 with I =]0,00[ and

Gamma Funktion
fé’ e tdr = —ble b + nfé’ " le~%dx.
Mit limp_, o 0" = 0: JoSa"e ™ dr =
n fo° 2" e *dx. Es folgt: [;°a"e “dx =
nin—1)..1 [ e "dx =nl.
Konvergenzen
Example

S, n(ln wmmy? konvergiert gdw. J5° n(ln a4
konverglert b>2,x=e" uc[n2nbd|.

b u,g, _ (nb L
fg ( 1nz)ﬁdx In2 euuﬁe du = Jino zrdu.




i coshz = €= sinhoy = €= tanhz = (ir)rational = ze™’ — 20 [ 22" dx + 2a [ 2% dx
Ableitungen Sl ' eosh’ = sinh z, sinh’ z = - fl@) = olfi?;?éﬂ] nur Lebesgue differ- — g¢00”
coshz’ , Ty enuierbar ’ Area of Half Circle
® eXp = exlp L11n coshz,arcosh’y = \/yz__l, arsinh’'y = et f‘ . [0 1] = R with f(fU) _ Application 5.4.7 - Iecture approach 1
°In ( (n) ( (— 1)’)1 (n—1)! 1 ,tanh'az = 712 > O,artanh’y — { 0,z irrati(,)nal or z=0 One can Let » > 0 and f(x) =+/12 — 22 be defined
° (10§:’§> (x ) o V1ty? cosh™x 2= p,q natural numbers, relatively prime on [—r,r]. Graphically, this corresponds to
o sin’ = cos,cos = —sin 1_1y2 show fol f(z)dx = 0. the half-circle above the z-axis with radius
o (z /) = nf” Stuff sinz r. We want to compute a portion of the area
: ta?, x: ioszf =1+tan’z (4.1.93)) 434 exp, sin, cos sinh, cosh, tanh, ... sind K SNt gjfor T < a < b < I We can of that half circle, i.e., fab /12 ~ 22dz with
cotx sin? 7 glatt auf ganz R €0 b sint b cos' t —r < a < b < r. We start by using a trick.
_ ) Polynome sind glatt auf ganz R use substitution: [, ¢ dt = — [, cost dt = Thatis, to use partial integration, we multiply
Notice: f even (f(—z) = f(z)) = [’ uneven In ist glatt — [? f(cost) cos' t dt with f(y) = L. Using by function to be integrated by 1, which we
(f(—z) = —f(x)) & f uneven = f’ even Integrals b 5.4.6 h b Smt J consider our ¢’. Then we have our function as
22 ; / ey — su Stltl;;tlon ( ) we then get f cost At = fand g(z) = 2. We get
[+ R = R, f(x) = 2 Then f'(zo) = : fcostx c?:c — Lgin(20) Cc(](;s((a)) 1 dz = —log(cos(b)) + log(cos(a))
2550,V3020 € R Follows from J;(x) . f(ﬂUo%l: o[ ewdx =% + 6‘ It follows that an antiderivative of tan(t) is b b
a® — x5 = (v — xo) (2 + m0) For z # x¢ then o [Lldz=logz+C,z>0 —log(cos(t)) for =5 <t < 7. /\/TQ—.Tle':/ 1~\/r2—x2dx:[l\ﬂ
lim (J;C)—fj(()m) =limz + 29 = 229 s+l C 1 example a
ax +b ofxsdx: S+1+ 57 — b>1. 2
f($) = ax+Db f is differentiable with f’(w) = nz+C, z>0 oo 1 1 1 b = {‘TV r?—x / \/7
gas JW=I@) _ a-w) _ o [sinzdr = —cosz+C / _do = ada:+/ _d
y—x v ° fsmhgtcid:v—coshf(—ij—C o 1+=x o 1+=x 1 1+
. 5.9.5(4 e [cosxdr =sinx L 1 ok 22— 22
sin’ = cos,cosz > 0(Vz €] — 3, 5[) 20 o [ L—dr=arcsinz+C 200 = Tqze = < Vo > L yiw; l\;vs?nerrtlgi?yvfesegtond trick: .
i i _ Vioa? ot example g ) g
sin strikt monoton wachsend auf | — 7, 7/ e [coshadr =sinhz + C [ sin?zd I 1 (22))d
. o g : sin® zdr = [ 5(1 — cos(2x))dx
sin : -5, 5] — [—1,1] Bijektion. o | \/#d:c = arsinhz + C 2 example |
arcsin : [~1,1] — [~3, 5] Umkehrfunktion. o [ 1%% sdr = arctanx + C [ withu = e® — ¢ [—L o du = {m/ _$2 /,/ 2 dw+/ 2‘
Differenzierbar | — 1, 1[. arcsin’y = —— = o [e"dr=e"+C Ve 02 Vlue?) vr
L1 o x§ -dx = arcoshz + C Wlthv:7:fmdv:fvge+edv—
cos 1— y2 _ l 2 . . _
With 4.112 we know that arcsin s differer. e [cos(ar) = ; sin(ax) = arctan(v) cxample Ni)t;)lv we consider the( s§)emtal case r = 1 and
tiable on | — ,1[ and with y = sinz get fla) ==z J—— [t Lcos(a) 3o _ With 7= = aIcsii ge
arcsin’(y) = Sm,( ;= Cos(x) We can use Let f(z) =z on [ b} Let P, = {a+i-h|0 </ T+cos(z) o 1+cos(z) 1—cos(x) X -
cos(x
sin?(z) + cos?(z) = 1 = y? = sin?(z) = ¢ < n}withh =2 Then J SIHQ(I)d:U— S/ sz(m)daz = —cot() +

b b b 1
/122 — [ V1= -
1 — cos?(z). With cos(x) > 0 (which holds " example = { -z } / 1-2*dz+ / 1.
Ik ydo = = dr with u = ‘e “ "
for [-75, §]) we get: cos(z) =+/1 -2 So, Z — 1) cos4 (z) COSQ(x) COSQ(x) b b
Vy €] — 1, 1] we get arcsin ( )= i=1 tan(z) we get [u® + ldu = gtan’(z) + = 2/ V1—2?de = [l\/ 1 - 372} + {arcsin
n a

3

tan(zx) “

arccos : [—1,1] — [0,7]. arccos’'y = (i—1)h . , ex(?mple .
—1 JEosin(—=a)de = [, .de+ [5..dz =0 Thus, one antiderivative ofy/1 — 22 is S(z) =

v tan _b-a (na + hi(n _ 1)> example (/1 — 2% + arcsin(z)).

arccos

4 _ 2 2 _
tan’ © — n 2 f tanQ (x )dx 1 - f tan (xQ) tarzl (a:)da: —  Application 5.4.7 - generalized lecture approach 2
~ cos? ta —  ta =
o arctan — (b—a)a+ (b —a)? <n - 1) / n2( )COSQ(*’) ln (z)dz .. Letr >0and f(z) =vr? — z? be defined on
tan’'z = Cosl% = arctan :] — o0, 00[— - ) n J tan*(x >0052(m) dr— [ 052 (@) dx+ [ 1dz with [—r,7]. Graphically, this corresponds to the
— I 7 arctan’ y = cos® & = —. u = tanx we get [u2du — [ 1du + [ 1dx = half-circle above the x-axis with radius 7. We
J= 353l Y arccot L+ And 25 (f,P) = .. = (b—- 51)612 + get J / want to compute the area of that half circle,
cotx = gfgi,cot’x _ _Sinl% (b_“) ("*1) So, lim,, 0 S(f, Py) = b% = . example ie., fb\/'/"? —x22dxr with —r < a < b < r.
arccot :] — 00, 0o[—]0, 7|, arccot'y = —lez hmn%oo S(f, ) Hence, f is integrable with [ (1 + 2ax?)e™ da Now let ¢ : =3, 5] — [—r,r],t > 7 - sint

Hyperbel & Areafunktionen fa f(z)dx = bQE” . = [ e’ dx + 2a [ 22" da We then also have for the inverse of ¢! :



this corresponds to the half-circle above the

t — arcsin(t). We get with by using ¢t € /r? — 22 be defined on [—r,r]. Graphically,
[

—%,5],cost > 0 in the last step

b (o~ (b))
@y ae= [ @) da
~1(a))
571 (0) ,
= / (006 (1)
#~1(a)
¢~ 1(b)
:/ V12 —r2sin?t-r-cost dt
¢~ 1(a)
cos’ t dt

~!(a)

To compute [ f cos™ dt one can use cost =

it —it
ete For cos’t we get cos’t =

2
(eit_ew’t )2 — 82“"'22—672“ = %COS(Qt) + % for

2
the integral we then get

B 1 /P 1
/ cos?(t) dt = 5/ cos(2t) dt + 5(6 —a)
1 28 B —a
= Z/Qa cos(y) dy-l—T
1 28 pB—a

= Z[sinyha + 5

_ i(Sin(Qﬁ) — sin(2a)) +

0 — «
2

Now, one would only have to substitute o /3
with ¢~ 1(a)/¢p~1(b).

Application 5.4.7
[...] (Some general stuff repeating the mean-
ing of integral as area.) Let 7 > 0 and f(z) =

z-axis with radius 7. We want to compute the
area of that half circle, ie., [7 vr? — z2dx

Now, let ¢ : [, 5] — [—=r,r],t = 7 -sint

We can use 5.4.6 to get

[ s = / f”) @)z
- o

/\/ — r2sin? tr cost dt
3

t)dt

=r / VcosZtcost dt
3

Ascost > 0,t € [-F, T], we getv/cos? L cost

and [" V/r? —a2dz = r? [*: cos®t dt So,
2

now we want to compute [ 2. cos®t dt for
2

which we use partial integration with f(t) =
cost and ¢'(t) = cost. Then, g(t) = sin(t).
We use 5.4.5 to compute this integral

DT - [

jus

—/ 51112tclt:/2 (1 —cos®t) dt
at =

(cos g sin g — cos(—

(NIE]

So we that

(2.1 dt —
2

see [ 2 cos?t
2

[2x cos?t dt From that follows
2

(—sint)sint d/n

[2: cos?t dt =
2
5

7 Hence: ['vr? —a2dx =

T
57’

Integration of Converging Series
Consider f(z) = -, |z| < 1 which equals
= Y 2 ,x™ with convergence radius p =
1. For valid z (|z| < 1): [y f(t)dt
Zfzo‘f:—ﬁ = :1:—1—%—1—9”—334- .. In the other

direction: [ {Ldt = [— log(1 — t)}z =

bﬂl—@ (—bﬂ)) bﬁl—@

log(1) So: log(1=) =z + & + & + ..
Approxnmatlon von Summen
Beispiel 1
. a+1__

f(z) = 2% a > 0 With [{" f(z)de = 2
we can approximate a sum "aﬂ*l < 1“+ -+
n® < % From that we get - +1 <
194..4n% (n+1)2*t1(a+1) (a+1)

na+J1rn < (a+D)neFT — (atDynat? As we

a+1
have —,,_,, 1 for the lower and upper bound,

we get lim,, o, Y4 = 1 So, with a = e,
a+1
: e ey n° etl
we for instance get 1° 4+ ... +n P}

Beispiel 2

f(z) =logx, S, = log(n!). We have:

. logt dt = [xlog:c —x}?

= (nlogn —n) —(—=1) =nlogn —n+1
=nlogn —n+1 <logn!
<(n+1)logn+1)—(n+1)+1

nlogn—n+1

Because = Togn—r n—oo 1

(n+1) log(n+1)—(n+1)+1

nlogn—n

!
llog”' = 1. So, we get n!
nlogn—n

()"

Beispiel 3

and

_>n—>oo

get lim,, oo
exp(nlogn —n) =

a—1" n® — a—1
n=1

1 we

~
~

uneigentliche Integrale

2. f(z) = L is integrable on [1,00]
a> 1. We have [[° Ldz = -1

3. f(z) = 4 is integrable on ]0,1] if a
1. For example fl Zdt = [2V1];
2 — 2\/T 30 2

McLaurin
We want to check whether >"°°

ists or not. So we consider [,°

flogz 1
log2 yo

1
t(logt)®

dt =

dy with y = logt. From an example

“ ¢ > 0 is integrable on

if

1
n=2 n(logn)® eX

above we know that [i70, yiady exists if and

onlyifa > 1.



